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1. Einleitung
Kompetenzen werden im Rahmen des Schwerpunktprogramms 1293 als kontextabhän-
gige, kognitive Leistungsdispositionen definiert (vgl. auchWeinert 2001; Hartig/Klieme
2006). Im Sinne dieser Definition kann eine Person mit einer spezifischen Kompetenz
Anforderungen in einem spezifischen Bereich von Situationen erfolgreich bewältigen.
Die zu erfassende Kompetenz ist hierbei ein theoretisches Konstrukt zur Beschreibung
und Erklärung von Leistungsunterschieden in diesen Situationen. Wenn Kompetenzen
in standardisierten Tests erfasst werden, stellt das Kompetenzkonstrukt die theoretische
Verbindung zwischen dem Testverhalten und den daraus gezogenen diagnostischen
Schlüssen dar. Psychometrische Modelle oder Messmodelle sind in diesem Zusammen-
hang das Werkzeug, um diese theoretische Verbindung in konkrete Messverfahren um-
zusetzen (vgl. z.B. Mislevy u.a. 2002; Wilson 2005).
In psychometrischen Modellen werden Annahmen über die Struktur des interessie-
renden Konstrukts sowie über die Zusammenhänge zwischen dem Konstrukt und dem
beobachtbaren Testverhalten formuliert. Idealerweise sollte in einem psychometrischen
Modell abgebildet werden, wie konkrete situative Anforderungen und individuelle Res-
sourcen bei der Bewältigung dieser Anforderungen interagieren (vgl. Embretson 1983;
Hartig 2008). Die zu messenden Konstrukte werden in psychometrischen Modellen
durch latente Variablen repräsentiert (vgl. Borsboom/Mellenbergh/van Heerden 2003).
Diese Variablen dienen der Erklärung der Verteilungen und Zusammenhangsstrukturen
beobachtbarer Variablen, die aus dem Testverhalten gebildet werden (vgl. Skrondal/
Rabe-Hesketh 2004). Umgekehrt wird auf Basis des gewählten psychometrischen Mo-
dells vom beobachtbaren Testverhalten auf individuelle Ausprägungen oder Populati-
onsverteilungen der latenten Variablen geschlossen.
Modelle mit latenten Variablen unterscheiden sich unter anderem hinsichtlich des
Skalenniveaus der beobachteten Indikatoren und der latenten Variablen. Modelle mit
kategorialen Indikatoren (vgl. z.B. Aufgabe gelöst/nicht gelöst) und kontinuierlichen
latenten Variablen, auf die in diesem Forschungsvorhaben fokussiert wird, werden zum
Beispiel traditionell unter dem Begriff Item-Response-Theorie (IRT) zusammengefasst.
In den letzten Jahren wird die separate Behandlung dieser Modelle zunehmend zuguns-
1 Diese Veröffentlichung wurde ermöglicht durch eine Sachbeihilfe der Deutschen Forschungs-
gemeinschaft (Kennz.: HA 5050/2-1) im Schwerpunktprogramm „Kompetenzmodelle zur
Erfassung individueller Lernergebnisse und zur Bilanzierung von Bildungsprozessen“ (SPP
1293).
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ten einer breiteren und flexibleren Sichtweise aufgegeben. Spezifische Modelle stellen
in einem solchen breiteren Rahmen Spezialfälle dar, die für bestimmte Arten von beob-
achteten Variablen geeignet sind (vgl. Muthén 2002; Rabe-Hesketh/Skrondal/Pickles
2004; Skrondal/Rabe-Hesketh 2004).
Die Modellierung von Kompetenzen bezieht quantitative und qualitativeAspekte der
Beschreibung von interindividuellen Unterschieden mit ein. Der erste qualitativeAspekt
ist die Differenzierung von (Sub-) Dimensionen, die durch verschiedene latente Variab-
len repräsentiert werden. Die interindividuellen Unterschiede in den latenten Variablen
stellen den quantitativenAspekt der Modellierung dar. Diese beiden Aspekte werden in
den folgenden Abschnitten anhand erster Projektergebnisse näher erörtert. Zusätzlich
wird oft angestrebt, Personen mit unterschiedlich stark ausgeprägten (Teil-) Kompeten-
zen dahingehend zu beschreiben, welche situativen Anforderungen sie bewältigen kön-
nen. Diese kriterienorientierte Beschreibung, die oft mit der Definition von „Kompe-
tenzniveaus“ oder „Kompetenzstufen“ erreicht wird, ist der zweite qualitativeAspekt bei
der psychometrischen Modellierung von Kompetenzen (vgl. z.B. Hartig 2007, 2008).
Psychometrische Modelle können ein- oder mehrdimensional sein. In der pädago-
gisch-psychologischen Diagnostik überwiegt die Anwendung eindimensionaler Mess-
modelle, die zur Modellierung von Unterschieden zwischen Personen eine einzelne la-
tente Variable beinhalten (vgl. z.B. Gonzalez 2003; Gonzalez/Galia/Li 2004; Hartig/
Jude/Wagner 2008). Zur psychometrischen Modellierung der in einem Test erfassten
Kompetenz können jedoch auch mehrdimensionale psychometrische Modelle, insbe-
sondere mehrdimensionale IRT-Modelle (MIRT-Modelle) verwendet werden, in denen
das Kompetenzkonstrukt differenziert hinsichtlich mehrerer zugrunde liegender Teil-
kompetenzen modelliert wird (vgl. z.B. Ackerman/Gierl/Walker 2003; Adams/Wilson/
Wang 1997; Hartig/Höhler 2008; McDonald 1997; Reckase 2007, 2009). Häufig wer-
den einfache eindimensionale Modelle eher aus pragmatischen als aus theoretischen
Gründen gewählt. Verglichen mit eindimensionalen Modellen kann die Erfassung einer
Kompetenz mittels eines mehrdimensionalen psychometrischen Modells eine differen-
ziertere Diagnostik und zugleich eine Prüfung von Annahmen über die Struktur der er-
fassten Kompetenz und Teilkompetenzen ermöglichen (vgl. z.B. Ackerman/Gierl/Wal-
ker 2003; Walker/Beretvas 2003).
Der vorliegende Artikel skizziert zunächst kurz die Zielsetzung des DFG-Projekts
„Modellierung von Kompetenzen mit mehrdimensionalen IRT-Modellen“. Im darauf
folgenden Abschnitt werden zwei wesentliche Charakteristika zur Unterscheidung von
MIRT-Modellen sowie deren inhaltliche Implikationen für die Modellierung von Kom-
petenzen dargestellt.
2. Zielsetzung
Die zentrale Fragestellung des DFG-Projekts „Modellierung von Kompetenzen mit
mehrdimensionalen IRT-Modellen“ ist, inwieweit sich sprachliche Kompetenzen, die
mit demselben Aufgabenmaterial erfasst wurden, auf unterschiedliche Weise modellie-
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ren lassen und welche diagnostischen Aussagen aus den verschiedenen Auswertungen
resultieren. Insbesondere interessiert, inwieweit komplexere mehrdimensionale Mo-
delle gegenüber eindimensionalen Modellen (z.B. dem eindimensionalen Raschmodell)
einen Zugewinn an diagnostischer Information liefern.
In dem Projekt wurden zunächst verschiedene IRT-Modelle auf dieselben Daten an-
gewendet. Dafür wurde auf bereits vorliegende Leistungsdaten der DESI-Studie
(Deutsch Englisch Schülerleistungen International) (vgl. Beck/Klieme 2007; Klieme
u.a. 2008) zurückgegriffen. Verwendet werden Daten aus den Tests für Sprachbewusst-
heit (Grammatik), Lese- und Hörverstehen für Englisch als Fremdsprache zum Ende der
neunten Jahrgangsstufe.
3. Charakteristika mehrdimensionaler IRT-Modelle
ImWeiteren werden zwei wesentliche Charakteristika mehrdimensionaler IRT-Modelle
beschrieben, die weitreichende inhaltliche Konsequenzen für die Interpretation der la-
tenten Variablen imModell haben. Zunächst wird auf die Komplexität des Ladungsmus-
ters eingegangen (Between- versus Within-Item-Mehrdimensionalität), im darauf fol-
gendenAbschnitt auf kompensatorische versus nicht-kompensatorische Verknüpfungen
mehrerer latenter Variablen bei komplexer Ladungsstruktur.
3.1 Between- versus Within-Item-Mehrdimensionalität
In den meisten empirischenAnwendungen vonMIRT-Modellen zur Messung von Schü-
lerkompetenzen wird für jede zu erfassende Kompetenz jeweils eine separate Dimen-
sion (latente Variable) definiert. Im Kontext der PISA-Studien findet sich auch eine
mehrdimensionale Modellierung von Subdimensionen innerhalb einzelner Kompetenz-
bereiche (vgl. z.B. Blum u.a. 2004). In beiden Fällen lädt jedes Item nur auf einer
Dimension. Die Modelle sind durch eine Einfachstruktur oder Between-Item-Mehrdi-
mensionalität (vgl. Adams/Wilson/Wang 1997) gekennzeichnet. Die latenten Variablen
repräsentieren in diesen Modellen das Leistungsniveau in den durch die jeweiligen
Item-Mengen definierten Bereichen.
MIRT-Modelle können jedoch auch eine komplexe Ladungsstruktur (Within-Item-
Mehrdimensionalität) haben, bei der Items gleichzeitig durch mehrere latente Dimensi-
onen beeinflusst werden. Bei dieser Modellierung können die latenten Variablen ver-
schiedene Fähigkeiten repräsentieren, die bei der Leistung in bestimmten inhaltlichen
Bereichen gemeinsam erforderlich sind. Für die Definition einer solchen komplexen
Ladungsstruktur sind theoretisch fundierte Vorannahmen über Eigenschaften der Auf-
gaben und die inhaltliche Bedeutung der unterschiedlichen latenten Variablen notwen-
dig. Walker und Beretvas (2003) analysierten zum Beispiel Daten aus einem Test zur
Erfassung mathematischer Fähigkeiten mit einem zweidimensionalen IRT-Modell, in
dem alle Aufgaben Indikatoren für eine allgemeine mathematische Fähigkeit darstell-
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ten. Aufgaben mit offenem Antwortformat wurden zusätzlich als Indikatoren der zwei-
ten Dimension modelliert, die als die Fähigkeit zur Kommunikation mathematischer In-
halte interpretiert wurde. Hartig und Höhler (2008) zeigen am Beispiel von Lese- und
Hörverstehensleistungen in Englisch als Fremdsprache, dass ein solches Generalfakto-
renmodell in ein Modell mit Einfachstruktur überführbar ist, in dem beide Item-Grup-
pen auf separaten Dimensionen laden (vgl. Abbildung 1).
Eine Entscheidung zugunsten einer der beiden in Abbildung 1 dargestellten Modell-
varianten auf Basis der Anpassung an die empirischen Daten ist nicht möglich, unter
bestimmten Umständen können beide Modelle hinsichtlich der Anpassung sogar äqui-
valent sein (ebd.). Die inhaltliche Bedeutung der latenten Variablen ist jedoch grund-
sätzlich verschieden. Während die latenten Variablen des Modells mit Einfachstruktur
direkt die Teilkompetenzen Lese- und Hörverstehen repräsentieren, ist die Interpreta-
tion der latenten Variablen im Modell mit Mehrfachladungen komplizierter. Hier reprä-
sentiert die erste Dimension im Sinne eines Generalfaktors die Teilkompetenzen, die
notwendig sind, um die gemeinsamen Anforderungen von Lese- und Hörverstehensauf-
gaben zu bewältigen. Die zweite Dimension steht hingegen für die spezifischen Kom-
petenzen, die zusätzlich für die erfolgreiche Bearbeitung von Hörverstehensaufgaben
benötigt werden.
Durch die unterschiedliche Bedeutung der latenten Variablen in diesen beiden Mo-
dellierungsansätzen ergeben sich bedeutsame Implikationen für die Interpretation und
Kommunikation von Fähigkeitsprofilen. So konnten Hartig und Höhler (ebd.) am Bei-
spiel von Lese- und Hörverstehen in Englisch als Fremdsprache zeigen, dass das Modell
Abb. 1: Schematische Darstellung der Modellierung von Testaufgaben x, y mit (a) einem
zweidimensionalen IRT-Modell mit Einfachstruktur und (b) einem zweidimensionalen
IRT-Modell mit Mehrfachladungen (Quelle: Hartig/Höhler 2008).
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mit Einfachstruktur in nahezu gleichen Geschlechts- und Bildungsgangprofilen für
beide Dimensionen resultierte. Dagegen sind in dem Modell mit Mehrfachladungen für
die zweite, hörverstehen-spezifische Dimension die Unterschiede zwischen Bildungs-
gängen weniger stark ausgeprägt als für den für alle Items gemeinsamen Generalfaktor.
Darüber hinaus zeigte sich für das Modell mit Mehrfachladungen, dass Mädchen im Ge-
neralfaktor zwar höhere Werte aufweisen als Jungen, dieser Effekt sich jedoch bezüg-
lich der Leistung in der hörverstehen-spezifischen Dimension umkehrt; hier zeigen Jun-
gen eine bessere Leistung als Mädchen.
In MIRT-Modellen mit Mehrfachladungen können Annahmen über Interaktionen
zwischen den verschiedenen Teilkompetenzen und Aufgabenanforderungen überprüft
werden. Solche Modelle implizieren explizite Annahmen über die Fähigkeiten, die be-
nötigt werden, um ein Item lösen zu können und darüber, ob diese Fähigkeiten kompen-
satorisch verknüpft sind oder nicht (vgl. nächster Abschnitt). Besonders interessant sind
Modelle mit Mehrfachladungen für die Kompetenzmodellierung bei komplexenAufga-
ben, deren Lösung nicht mit einer Fähigkeitsdimension für jedeAufgabe erklärt werden
kann.Auch für Fragestellungen, die sich auf spezifische Teilkompetenzen einer Kompe-
tenzdomäne beziehen, kann dieser Modellierungsansatz eine vielversprechende Alter-
native darstellen.
Die geringere Komplexität und einfache Interpretation der latenten Variablen in Mo-
dellen mit Einfachstruktur kann aber auch vorteilhaft sein: In diesen Modellen stellen
die geschätzten Fähigkeitswerte für die latenten Dimensionen direkte Leistungsmaße
des zugrunde liegenden Items dar. In vielen Fällen werden die Leistungsmaße verschie-
dener Teilkompetenzen (z.B. Lese- und Hörverstehen) hoch korreliert sein, da zur er-
folgreichen Bearbeitung aller Items auch gemeinsame Fähigkeiten benötigt werden.
Diese Gewichtung spezifischer Fähigkeiten und deren genaue Interaktion sind jedoch
nicht unbedingt von Interesse. In einem Modell mit Einfachstruktur repräsentieren die
latenten Variablen die notwendige Kombination aller Fähigkeiten, die zur erfolgreichen
Bearbeitung komplexer Aufgaben benötigt wird. Die Gemeinsamkeiten kommen in der
Höhe der Korrelationen zwischen den latenten Variablen zumAusdruck. Wenn das For-
schungsinteresse also hauptsächlich darin besteht, deskriptive Leistungsmaße zu erhal-
ten, unabhängig davon, wie diese miteinander interagieren, sind Modelle mit Einfach-
struktur angemessener als solche mit Mehrfachladungen.
3.2 Kompensatorische versus nicht-kompensatorische Verknüpfung
von Dimensionen
Bei Modellen mit Mehrfachladungen können die Lösungswahrscheinlichkeiten einzel-
ner Items von mehreren Fähigkeitsdimensionen abhängen. Diese Fähigkeitsdimensi-
onen können unterschiedlich integriert werden. Eine grundsätzliche Frage ist, ob die la-
tenten Variablen kompensatorisch oder nicht-kompensatorisch miteinander verknüpft
sind (vgl. Hartig/Höhler 2008). Die meisten MIRT-Modelle mit Mehrfachladungen sind
kompensatorisch, eine geringe Fähigkeitsausprägung in einer Dimension kann durch
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eine hohe Ausprägung in einer zweiten Dimension ausgeglichen werden und umge-
kehrt. In einem nicht-kompensatorischen Modell wird für die erfolgreiche Bearbeitung
einer komplexen Aufgabe eine hohe Fähigkeitsausprägung in allen Dimensionen benö-
tigt. Der Unterschied zwischen beiden Verknüpfungen kann an zwei einfachen Model-
len veranschaulicht werden. Die Item-Response-Funktion (IRF) für ein Item im zweidi-
mensionalen Raschmodell mit einer Itemladung auf beiden Dimensionen und einer
Itemschwierigkeit von Null ist:
( ) ( )2121 logit,Pr θθθθ +=vix (1)
mit
( )
y
y
e
e
y
+
≡
1
logit (2)
In diesem Modell hängt die Lösungswahrscheinlichkeit von der Summe beider Fähig-
keitsdimensionen θ1 und θ2 ab. Da eine Fähigkeit die andere kompensieren kann, resul-
tiert die gleiche Summe θ1 + θ2 in der gleichen Wahrscheinlichkeit, ein Item richtig zu
lösen.
Das multicomponent latent trait model (MLTM) von Embretson (1984) ist ein parti-
ell nicht-kompensatorisches MIRT-Modell. Die IRF für ein Item in einer vereinfachten
zweidimensionalen Version des MLTM, mit Komponentenschwierigkeiten und Ratepa-
rametern von null ist:
( ) ( ) ( )2121 logitlogit,Pr θθθθ =vix ⋅ (3)
In dem nicht-kompensatorischen MLTM hängt die Lösungswahrscheinlichkeit von dem
Produkt der Logits beider Fähigkeitsdimensionen θ1 und θ2 ab. Somit ist die Lösungs-
wahrscheinlichkeit eines Items nur dann hoch, wenn alle dafür benötigten Fähigkeiten
hoch ausgeprägt sind. InAbbildung 2 sind die IRFs für das kompensatorischeModell (vgl.
Gleichung 1) und das nicht-kompensatorischeModell (vgl. Gleichung 2) graphisch darge-
stellt.
Durch die graphische Veranschaulichung wird deutlich, dass das nicht-kompensato-
rische Modell verglichen mit dem kompensatorischen Modell in allgemein geringer
ausgeprägten Lösungswahrscheinlichkeiten resultiert. In dem nicht-kompensatorischen
Modell sind die Anforderungen an die Fähigkeiten der getesteten Person höher. Die
IRFs beider Modelle weichen besonders stark in Bereichen voneinander ab, in denen
sich beide Dimensionen θ1 und θ2 unterscheiden: Wenn eine der beiden Dimensionen
gering ausgeprägt ist, geht die Lösungswahrscheinlichkeit im nicht-kompensatorischen
Modell gegen Null. Im kompensatorischen Modell kann die Lösungswahrscheinlichkeit
dagegen substanziell von Null abweichen, wenn die Fähigkeit in einer Dimension ge-
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ring, aber in der anderen Dimension hoch ausgeprägt ist. Für die Bereiche, in denen θ1
und θ2 etwa gleich ausgeprägt sind, unterscheiden sich die beiden Modelle kaum.
Die Wahl einer kompensatorischen oder nicht-kompensatorischen Funktion für die
Verknüpfung mehrerer latenter Variablen hat entscheidende Implikationen für die Be-
deutung dieser Variablen. Eine kompensatorische Verknüpfung kann beispielsweise ad-
äquat sein, wenn die latenten Variablen unterschiedliche Lösungsstrategien für die er-
folgreiche Bearbeitung der Testaufgaben repräsentieren. Die Lösungswahrscheinlich-
keit sollte hoch sein, wenn irgendeine Strategie ausreichend gut beherrscht wird und
noch höher, wenn mehrere Lösungsstrategien zur Verfügung stehen.
Eine nicht-kompensatorische IRF kann dagegen angemessen sein, wenn die latenten
Dimensionen Fähigkeiten repräsentieren, die unterschiedlichen (kognitiven) Operati-
onen zugrunde liegen. Die grundlegende Annahme ist hier, dass für eine erfolgreiche
Itembearbeitung alle dieser Operationen durchgeführt werden müssen (z.B. bei aufei-
nander aufbauenden Schritten eines Lösungsprozesses). Wenn eine dieser Fähigkeiten
gering ausgeprägt ist, ist die erfolgreiche Bearbeitung eines entsprechenden Items stark
erschwert, unabhängig von der Fähigkeitsausprägung in den anderen Dimensionen.
Eine hohe Lösungswahrscheinlichkeit ergibt sich erst, wenn alle benötigten Fähigkeiten
hoch ausgeprägt sind.
Die Anzahl der latenten Dimensionen hat unterschiedliche Implikationen für die In-
terpretation der Werte in θ. für die verschiedenen Modelle. In nicht-kompensatorischen
Modellen mit Mehrfachladungen verändert sich die Skalierung der Fähigkeitsschätzun-
gen, wenn weitere Dimensionen in das Modell mit aufgenommen werden. In kompen-
Abb. 2: IRFs für ein zweidimensionales kompensatorisches (links) und ein zweidimensionales
nicht-kompensatorisches (rechts) Modell (Quelle: Hartig/Höhler eingereicht)
( ) ( )1 2Pr 1 logit= = q + qvix ( ) ( ) ( )1 2Pr 1 logit logit= = q ◊ qvix
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satorischen Modellen ist die Skalierung der einzelnen Dimensionen dagegen unabhän-
gig von zusätzlichen Dimensionen (vgl. Reckase 2007). Trotz der mathematischen und
theoretischen Unterschiedlichkeit dieser beiden Modellierungsansätze gibt es Hinweise
darauf, dass kompensatorische und nicht-kompensatorische Modelle mit der gleichen
Anzahl latenter Dimensionen eine sehr ähnliche Anpassung an empirische Daten auf-
weisen. In Abbildung 2 wird deutlich, dass die IRFs gleich sind für Bereiche, in denen
die Dichte einer bivariaten Verteilung bei positiv korrelierten Dimensionen am größten
ist (vgl. ebd.; Spray u.a. 1990). Für positiv korrelierte Dimensionen sollten sich daher
zwischen den beiden Modellen keine bedeutsamen Unterschiede bezogen auf die empi-
rische Anpassungsgüte ergeben. Deutliche Unterschiede sind hingegen bei negativ kor-
relierten latenten Variablen zu erwarten.
4. Schlussfolgerungen
Insbesondere für die Modellierung von Kompetenzen stellen MIRT-Modelle eine viel-
versprechende Methodologie dar. Es existiert bereits eine Bandbreite von Modellen, die
für vielfältige Fragestellungen (nicht nur) innerhalb der empirischen Bildungsforschung
jeweils passend sein können. Durch vertiefende Analysen mit komplexeren Modellen
der IRT können zusätzliche Informationen über die Fähigkeiten der getesteten Indivi-
duen gewonnen werden. Aber auch theoretische Annahmen über spezifische (Teil-)
Kompetenzen und darüber, wie diese miteinander interagieren, können mit den ver-
schiedenen MIRT-Modellen getestet werden. Schon bei der theoretischen Entwicklung
von Kompetenzmodellen sollte die psychometrische Umsetzung bedacht werden. So
kann eine theoriegeleitete Itemkonstruktion bei gleichzeitiger Formulierung einesMess-
modells gewinnbringend für eine möglichst differenzierte Interpretation und Kommuni-
kation von Schülerkompetenzen eingesetzt werden. Von solchen Erkenntnissen können
nicht nur die Schüler/innen, sondern auch Pädagogen/innen, Erzieher/innen und Ent-
scheidungsträger/innen profitieren. Diese Aufgabe erfordert jedoch den möglichst frü-
hen interdisziplinären Austausch zwischen Didaktik und Psychometrie. In der zweiten
Förderphase des DFG-Projekts „Modellierung von Kompetenzen mit mehrdimensiona-
len IRT-Modellen“ ist die Neuentwicklung von Testaufgaben geplant, bei der die mög-
liche Dimensionalität der Aufgaben schon bei der Itemkonstruktion systematisch be-
rücksichtigt werden soll.
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